Singulare kubische Kurven und der

Satz von den drei Spiegelungen
Edzard Salow

1. Der Satz von Menelaos und die Euler-Spiegelungen

Eine kubische Kurve, kurz Kubik genannt, wird
durch eine ganzrationale Gleichung f(x ; y) =0 /
vom Grad 3 bestimmt. Die zugehdrige Kubik ist

die Menge von Punkten (x ; y), fir welche die Q St
Gleichung f(x ; y) = 0 erflllt ist, in geometrisch
sinnvoller Weise erganzt um sogenannte Jo
‘'unendlich ferne Punkte'. Eine Kubik heifl3t P
singular, wenn es auf ihr 'singulare Punkte' gibt,
deren Bedeutung unten erklart wird. Die
einfachsten kubischen Kurven setzen sich aus ¢
Geraden zusammen, wenn auch dabei die
Bezeichnung 'Kurve' fir die Vereinigungsmenge/ S O1 S R\
dreier Geraden befremden mag. Die Abbildung

zeigt die rot gezeichnete Kubik zur Gleichung

f(X,y) =y lQy —x) [{x —4) = 0 mit drei Geraden Abb. 1

0o, 01 und @ und den Schnittpunkten,S5, und $ , aul3erdem eine Sekante mit den
Schnittpunkten P, Q und R und die dazu senkrechtiestken/,, ¢, und/, durch §, $

und S$. Wenn im Folgenden der TermsSoder g1 benutzt wird, dann bezeichnet er fur i = 2
den Punkt $bzw. die GeradeygEs wird also bei den Indizes modulo 3 gerechgtoder

g-1 bedeutet darum fir i = 0 den Punktt&w. die Gerade,gWir beschreiben die Lage eines
Punktes P auf der Geradem; S+ = g durch das 'signierte’ Teilverhaltnis

98,5, Pz 2f

Teilungspunkte P und R, indem wir bei der inneremuhig wie im Fall von P und Q ein Plus-
Zeichen benutzen und bei der duReren Teilung wigalinvon R ein Minus-Zeichen. Auf
jeder Geraden denken wir uns genau einen 'unenfgiinken Punkt' hinzu, der die Menge der
endlichen Punkte der Geraden in beiden Richtunpgsohdiel3t, so dass eine geschlossene
Kurve entsteht.
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. Dabei berticksichtigen wir die unterschiedlichgé.aer
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Satz von Menelao&a. 70 bis ca. 140) »SS, und S seien paarweise verschiedene Punkte,
die nicht alle auf einer Geraden liegen. Wenn P.l82wzw. R auf der Geradeg S bzw.
S S bzw. S S5 liegt, dann sind P, Q und R genau dann kollineann

3(%.9.P1# (5.5 .QF & S .R)- ist




Dadurch, dass wir die Geraden um einen unendlictefePunkt ergdnzen, haben auch
Parallelen zu den drei Geraden der Kubik einetedriSchnittpunkt. Das Teilverhaltnis fur
die unendlich fernen Punkte ist -1.

Die Punkte & S und S nennen wir 'singulére ' Punkte, die Gbrigen PudkteKubik nicht-
singular. Bei einem nicht-singularen Punkt P vérsitewir unten(P) die Nummer der

Geraden, auf der er liegt.

Far P auf gschreiben wir stat¥(S,, ,S,, , P, im Folgenden auch kuirze,(P). Im Folgenden
wird fur andere Kubikeft;(P) auch mitd #1 definiert.

Normierte Parameterdarstellung fiir drei Geraderdngit nicht kollinearen Schnittpunkten
Wir beschreiben die Geradedyrch $1 und S, mit Hilfe eines Parameters u durch die

Gleichungx =m; +uCh , wobei mi der Ortsvektor des Mittelpunktes; Mer Strecke S Si»
ist undn; der VektorM S, . Als Parameter des unendlich fernen Punkts benuwtiredas

Symbolw. (Da es auf jeder Geraden nur einen unendlickefeRunkt gibt, unterscheiden wir
hier nicht eo und +0.)

Bei dieser Parameterdarstellung ist das signiestlvdrhaltnisd(S,, ,S,, ,P; auf jeder

Geraden der Kubik durc%;—p gegeben, wenn p den Parameter von P bezeichnEtllrdes
Y

. o 1 .
Parameterwert® benutzt man die zusatzliche Rechenreget 0 und wendet sie auf
(0]

1- b
“P_bP an, so dass sich fur p=das Teilverhaltnis —1 ergibt.
1+ p } +1

p

Fur die Zwecke der Kubiken in den folgenden Absttaniverallgemeinern wir :

Definition :

1. pﬂp):ﬁ—lg fur >0

1
2. Ho(p)==
p

) p ..
3. =arccot — | fur 8<0
Hs(P) ( Jfaj
Fur die Umkehrfunktiory;* gilt:
1. Hs_l(Q):\/SGlt—g=x/SHLll(q) fur >0
2. Mo (@) =Ho(a)
3. Wy (q)=+-3ot(q) fiir 5<0

Wenn p bzw. q bzw. r der Parameterwert des Pumktean. Q bzw. R ist, dann sind nach
dem Satz von Menelaos die Punkte P, Q und R gesra kbllinear, wenn
K, (p) 01, ()G, (r)= -1 ist. Dies ist aquivalent mit
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r= “1(_—1j = Hl(— = le+ q) = P ~. Der Term—&+1
M, (p) i, (@) I-p = pr g p+q
Parameter p, q einen Sinn, wenn die zugehérigektPauf derselben Geraden liegen. Fur

hat auch fir

die Kubiken in den folgenden Abschnitten bend6tigeénden allgemeineren Term pﬂi+6 :
p+q
Er ergibt sich, wenn man die Gleichupg(p) 0t (Q)is; (r)=-1 mit >0 nach r auflost. Fur
pg+o pg+o

alle Werte vord ist - =r aquivalent mitpgj+ gL+ rCp=-0. Der Term-

p+q p+q
wird im Folgenden auch fid< 0 eine Rolle spielen.

Definition : Fur beliebigedIR sei die Funktiono, definiert durcho,(p,q) = r

_pO+d

q+p
reelle Zahleng# —p , 05(p,~pP)=, 0;(®,p)=0;(p,°)=—pund g, (o © )=co. 0, , S€i
die Funktionq - g, (p,q).

Satz 1
1.—06 ist symmetrisch, d. hoy(p,q)=0; (9, p), und auso;(p,q)=r folgt o5(p,r)= q far
alle p,q, rOR Of o} .
2. 0y, istinvolutorisch, d. ho, (05 ,(d)) =q .
abc-0(a bt c)_

3. 05,(05,(05 (P))) =05 4(P) mit d= R LMY (CHCY)

4. 04(p,q)= rist aquivalent mit

1. Hs(p)Ous()bs (r)=-1falls >0

2. Hs(p)+Hs(a)+H,(r)=0falls <0
5. Esseic=0,(z,a)undd=0,(z,b). Dannistd =g, ,((0; .(a))) und es qilt:

1, M@ _ @) e 550
Hs(C) Hs(b)
2. Ps(d) -5 (C)=H;5 (@)- M, (b) falls 5<0

. . 5 d
6. 0;(-p,—q)=-0;(p,q), und furd# 0 ist 05(5,5) =05(p,q)

7. (a+p)Hos, (@)+ p)= P =5 und(§+§j[§o&p(q)+§j=(§j -5
q p p) \P

8. Die Gleichungo; ,(q) = qhat genau fup® =& Losungen, namlich-p+4/p* -4 und

—p—+/p* 3.
Der Beweis ergibt sich durch Nachrechnen. Bei 4rd @as Additionstheorem flir die
cot(a)CcotB )x 1

cot(®)+ cot@ )

Kotangens-Funktion benutzt, alsmt(a £3) =

Die erste Gleichung von Aussage 6 ist ein Spetiaéx Gleichung
05(05(a,p)os Ca,q)F —o; (p,qfir a=c.



Definition : &, S und S seien drei verschiedene nicht kollineare Punktelen
Verbindungsgeraden,gyp und g. IM(p, i) sei der Punkt auf gnit dem Parameterwert p. Fir
nicht-singulare Punkte PRE(p, i) und Q F1(q, j) sei daniQo, der Punkt

Mo(p,q), &i—j) mod 3). Die Abbildungo, nennen wir ‘Euler-Spiegelung an P'.

Fur die Abbildungen von Punkten schreiben wir dabillungszeichen rechts an den Punkt,
damit bei Hintereinanderschaltungen die ReihenfdigreOperationen mit der Leserichtung
zusammenpasst. Durck (—j) mod 3 wird die Zahl 3r- 1 — j mit ganzzahligem n
bezeichnet, die zwischen 0 und 2 liegt. Dies ist/irschiedene Werte von i und j die dritte
Nummer unter den Zahlen 0, 1 und 2, denn z—B){£2) mod 3=1. Furi=jistfi—))

mod 3 =i. Durch die Rechnung modulo 3 wird erreidiass die Euler-Spiegelung an einem
Punkt P auf der Geradendie anderen beiden Geraden der Kubik vertausaiieDsind P, Q
und Qo, nach dem Satz von Menelaos kollinear. Fir die Nemnder Geraden, auf der P, Q

und Qo, liegen, gilt (P)+1(Q)+1 (Qu, )= C. Die geometrische Bedeutung vop fur die
Punkte von gwird in Satz 2 geklart.

Zu P =T1(p, i) bezeichnen wir den Punki(—p, i) mit P. Das ist der Punkt auf der Geraden
mir der Nummer i, der durch Punktspiegelung amaptinkt M der beiden singuléaren

Punkte auf dieser Geraden entsteht. Den Pl]r{kj@, ij bezeichnen wir miP . Er ist das
p

Bild von P bei Spiegelung an dem Kr&sim M, durch die beiden singularen Punkig 8nd

Si+2. Den Bildpunkt (—1 iJ von P bei der Euler-Spiegelung an i¢zeichnen wir
p
mit P.

Satz 2 Die Euler-Spiegelungen zu der durch drei niclilikeare Punkte §S;, S
bestimmten Kubik aus den Verbindungsgeradegugund g haben folgende Eigenschaften:
1. Qo, =Po,, und ausQao, = Rfolgt Ro, = Q flr alle nicht-singularen Punkte P, Q, R.

2. 0, istinvolutorisch, d. hQo,o, = Q fur alle nicht-singularen Punkte Q.

3. Die Hintereinanderschaltur@, o, 0. dreier Euler-Spiegelungen ist eine Euler-
Spiegelungo, mit D =Ac.0,, d. h. fir alle nicht-singularen Punkte P ist
Po,0,0. = Ro, . (Satz von den drei Spiegelungen)

4. Die Punkte P, Q unBo,, sind kollinear.Po,, = R ist aquivalent mit:
9,(P)3,(Q),;(R)=-1und1(P)+1(Q)+1 (R)= Cmod 3.

9,(D) _9,(A)

8,(C) 9.(B)

6. Q_crP :6073 und 60.5 = Qo, fur alle nicht-singularen Punkte P, Q.

7. Wenn Q und P #(p, i) gemeinsam auf der Geraden S., der Kubik liegen, dann
gilt: Im Fall dass P nicht zwischenSund S, liegt, entstenQo,, durch Spiegelung

von Q an dem Kreis ur® mit dem Radius/p’ —1; andernfalls entstel®o, durch

5. SeiC=Ao, undD =Bag, . Dann istD =Ac.0, und es gilt:



2
Spiegelung vorQ an dem Kreis unP mit dem Radiu (lj —1. Diese Kreise
p

schneiden den Krei€ senkrecht.
8. 0, hat genau dann Fixpunkte, wenn P nicht zwischegi gimgularen Punkten liegt.

In diesem Fall sind es zwei Fixpunkte, die symmetrizuf’ im Abstand4/p® -1
liegen.

Der Beweis ergibt sich unmittelbar aus Satz 1 4dbeinter Verwendung des Satzes von
Menelaos und bei 7. des Satzes von Pythagoras.

Bei der Aussage 5 von Satz 2 g%% fur den Fall, dass A und B auf der GeradenSs;
1

liegen, das Doppelverhaltnis der Punkte SS., , A, B an. Es stimmt also mit dem Kehrwert
des entsprechenden Doppelverhéltnisses der Bidatdn Eulerspiegelung an Z tberein.
Bemerkenswert ist bei Aussage 5, dass sie aughwgittn A und B nicht auf der gleichen
Geraden der Kubik liegen.

Dy

\

Abb. 2 Abb. 3

Die Abbildungen 2 und 3 veranschaulichen den Satzden drei Spiegelungen fur zwei
verschiedene Lagen des Punktes P. ERistRo, , P"= Ro,0, undP"= R,0,0. = R, .
Die Geraden AC und BD schneiden sich in einem Pdrdaf der rot gezeichneten Kubik. In
Abbildung 2 ist keine der Geraden PA, P'B, P"C BH® eine der drei Geraden der Kubik.
Darum spielen hier Kreisspiegelungen keine Rolledéss ist es in Abbildung 3, weil hier
P"C und P"D eine Gerade der Kubik ist

Die Tatsache, dass das Produkt dreier Euler-Spirgeh wieder eine Euler-Spiegelung ist,
folgt in Abbildung 2 aus dem Satz von Pappos-Paf griechische Mathematiker Pappos



(um 300 n. Chr.) hat diesen Satz fur die Kubik @es Geraden aufgestellt und der
franzésische Mathematiker und Philosoph Pascal3&52) fir die Kombination aus
Kegelschnitt und Gerade. Er besagt: Wenn die RURKA, Z, B, P", P", P eines Sechsecks
auf einem Geradenpaar oder einem Kegelschnitriegann sind die Schnittpunkte P', C
und D der gegenuberliegenden Seiten des Sechseltike&r (vgl. Abb. 8). Hierbei wird
vorausgesetzt, dass die Eckpunkte des Sechseakgepsaverschieden sind. Wenn
Eckpunkte beim Kegelschnitt zusammenfallen, hat alazugehdrige Seitengerade die
Tangente zu nehmen.

Der Satz von den drei Spiegelungen ist
insbesondere von Bedeutung weil er es 1 P
ermdglicht, auf der Menge der nicht- N Q
singularen Punkte der Kubik eine Additio\
einzufuhren, so dass eine abelsche Grug \
entsteht. Man wahlt dazu zun&chst einen

Punkt N aus, der das neutrale Element d
Gruppe werden soll. Wir nehmen den
Mittelpunkt N von $ und S$. Dann
definieren wir fur nicht-singulare Punkte |
und Q: P + Q sei der Punkt R mit
0,00, =0g. Nach Satz 2 ist R der Punk

POQ

PoLOy - Abb.4

N ist dann Neutralelement, wesl,o 0, = 0 ist. Das Assoziativgesetz gilt fur diese

Addition, weil es fir Hintereinanderschaltungen vabildungen gilt. Das inverse Element
zu P ist der Punkt U, fir dem0,0, =0, ist, denn dann folgt

0,00, =0,0,0,0 4 =0 . Die Gruppe ist abelsch, wesi,0 0,00 ,0,=0 O =id die
identische Abbildung ist, woraus durch Multiplikati mit 0,00, von rechts
0,00, =040 ,0, folgt.

Fur nicht-singulare Punkte PI¥p, i) sei die Abbildund, definiert durchl (P) = Qi(p) , i).
Dann istq(Po,) = @, 0,(p, q)).(— + J mod:i= ( (—i—1j) modsﬂ
und

((P+ Q)= (Rogay )= [% (-0 i+ ) mod %=(ul (P, (@) )i mod).

Darum ist{ ein Isomorphismus von der additiven Gruppe dentrstngularen Punkte der
Kubik auf das direkte ProdulR’ xZ, der multiplikativen GruppéR™ der reellen Zahlen und

der GruppeZ, der ganzen Zahlen modulo 3.

e
() 1, (@)

Abbildung 5 zeigt eine Kubik aus drei Geraden nmeen gemeinsamen Punkt S und einer
Sekante mit den Schnittpunkten P, Q und R. Hiall@stSatz von Menelaos nicht anwendbar,
es gibt aber ein Analogon dazu. Der orientiertelirdiinhalt des Dreiecks QSP betrégt

OS[']?F"[.]E@] sin{ PSC Entsprechendes gilt fur die Dreiecke RSQ und RSRbbildung

5 ist der orientierte Flacheninhalt von PSR einesesl VVorzeichen als der von QSP und RSQ,
da die Dreiecke entgegengesetzt orientiert sinddandm auch die zugehoérigen Sinus-Werte
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ein unterschiedliches Vorzeichen haben. Folglith is
0,5[|1§F}>m§qgj sinl PSQ) oq5_ W_F{R gin( QSR) [p_s\ [p;_R\ OSROBBP)= C also
sinPSQ), sin( QSR)_ sin{ RSP)

+ N =0.
SR \s¢ SO
Wenn wir die drei Geraden,gn und g in
RichtungSP bzw. SQbzw. SR orientieren, ergibt
sich S|n(Dgog)+ Sln(D_g_LgZ )+ sinC g g ):O.
SR sk SQ
Wenn eine der Geraden umorientiert wird, &nderr
sich bei zwei der Summanden die Vorzeichen, so
dass die Gleichung falsch wird. Zum Ausgleich 1

ersetzen wir die Abstande der Punkte von S durc
signierte Abstande, bei denen die Absténde

auch

02

entsprechend der Orientierung der Geraden mit S

einem Vorzeichen versehen werden. Wir verwenc

dann die Bezeichnud@?{i statt‘gii. Mit dieser Abb.t
Bezeichnung definieren wig,(P) :M fur P auf g.

Sl

Analogon des Satzes von Menelaos fur kopunktalad&ergo, g1 und @ seien drei

paarweise verschiedene orientierte Geraden mitregemeinsamen Punkt S. P bzw. Q bzw.
R sei ein Punkt aufodozw. g bzw. ¢ . Dann sind P, Q und R genau dann kollinear, wenn
95(P)+9,(Q)+9, (R)= Cist.

Normierte Parameterdarstellung fur drei verschiedepunktale GeradenWir beschreiben
die Gerade gnit Hilfe eines Parameters u durch die Gleichmrigs+ uCh , wobei s der
Ortsvektor von S ist un(Ti der Ortsvektor eines Punktes Bluf g ist, fiir den

SN

“=sinQ0g, g, | ist

Durch diese Normierung wird erreicht, dass die Reifk Q und R genau dann kollinear sind,

wenn fur ihre zugehdrigen Parameter p, g und r. g%m—l +—1: 0. Dies ist aquivalent mit
p q r
r=- p+ =0,(p,q). Darum ist Satz 1 anwendbar und man kann die ESpergelungen wie
p+q

bei den nicht kopunktalen Geraden definieren. ZU'Rp, i) sei auch hieP=1 (-p, i). P
ist das Bild von P bei der Punktspiegelung an S.

Satz 3 Die Euler-Spiegelungen zu der durch drei veesibine Geraden,gp und g durch
eine Punkt S bestimmten Kubik haben die Eigensehéft bis 3. von Satz 2 Die Aussagen
4.,5.,6. und 7. Ubertragen sich mit folgendenafimnen:

4. Die Punkte P, Q unBo,, sind kollinear.Po,, = R ist aquivalent mit:

9,(P)+9,(Q)+9, (R)= Cundi(P)+1(Q)+1 (R)= Cmod 3.
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5. SeiC=Aog, undD =Bao, . DannistD = Ac.0, und es gilt:
SO(D) _SO(C) = 19O(A) -9 o(B) .

6. Qo,=Qu,

7. Wenn Q und P #(p, i) gemeinsam auf der Geradenlgr Kubik liegen, dann gilt:
Qo, entsteht durch Spiegelung von Q an dem Kreisrurmit dem Radiugp| durch S.

8. Sei P T1(p, i) . 0, hat genau einen nicht-singularen Fixpunkt, namdieh Punkt auf

der Geraden;gder vonP den gleichen Abstand hat wie S.

Der Beweis ergibt sich auch hier unmittelbar auz a

Bei der Kubik mit kopunktalen Geraden wird die Raller Funktiory, (p) =%, mit der
p

oben das signierte Teilverhaltnis berechnet wurde,p,(p) _ tUbernommen und die
p

Gleichungp, (p) 0, (q)0u, (r) = =1 zur Kennzeichnung der Kollinearitat dreier PuriRteQ
und R vonp, (p) +H,(a)+H, (1) = 0.

Wegen der Glltigkeit des Satzes von den drei Sjuegen kann man auch hier fur die
Menge der nicht-singularen Punkte in gleicher Weise Addition einfliihren, so dass sich
eine abelsche Gruppe ergibt. Als neutrales Elemvéhten wir den unendlich fernen Punkt
auf der Geraden mit der Nummer 0. DuéctP) = {o(p) , i) wird dann ein Isomorphismus
auf das direkte Produkt der additiven Gruppe deltee Zahlen undZ, definiert.

2. Kubiken aus einem Kegelschnitt und einer Geraden

Wie betrachten in diesem Abschnitt Kubiken in eimechtwinkligen Koordinatensystem mit
gleichen Einheitsabschnitten, die sich aus einegeléehnitt K mit einer Gleichung in der

Form y* = -m[X*+ n[X mit n# 0 und einer Geraden g : x = d miiz 0 zusammensetzen.

Die Gleichung der Kubik ist danfy” + mx* — n[x)[{x— d)= Q. Die Abbildung 6 zeigt ein
Beispiel mitm =1, n =2 und d = 3. Fir m > O etgilch eine Ellipse, fir m = 0 eine Parabel
und fir m < 0 eine Hyperbel. Die Uberlegungen aarm dbschnitt 1 lassen sich hier
weitgehend Ubertragen mit dem Unterschied, daskKulik hier nur zwei statt drei
Komponenten hat und darum stets zwei von dreirk@dlien Punkten der Kubik auf der
gleichen Komponente liegen.

Normierte Parameterdarstellung fiir den Kegelscihitt—m x* + nOxmit n # 0 und die
Gerade x = d mit & O: Der ausgezeichnete Parameter fur die Geradedgsgi\Wert ihrer
Punkte bzw. der Wesb fir den unendlich fernen Punkt auf g. Der zum Patar p gehorige

—-dnp j der Geradery = —gx

I+ dm
mit K falls p*> + d>’m# 0 ist. Der Parameter des Ursprungs U = (0 ; O)cséin Fall, dass

Punkt des Kegelschnitts K sei der Schnlttp{nkgi

p=+dV-m ist, seider zugehorige Punkt des Kegelschnétsudendlich ferne Punkt auf
der Geraden durch U und den Pu(‘thkt; F V- )
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Definition : Gegeben sei der Kegelschnitt & = —mx* + nk mit n# 0 und die Gerade
g:x=d mitd# 0. IN(p, 0) sei dann der Punkt auf g ui@p, 1) der auf dem Kegelschnitt,
der den Parameterwert p hat. $e —md® + nd. Fir nicht-singulare Punkte PHp, i) und
Q =T(q, j) seiQa, der Punkt(o,(p, q),(i+ ) mod 2. Die Abbildungo, nennen wir
auch hier 'Euler-Spiegelung an P'.

Die Parameterdarstellung wurde so gewahlt, dasallgip die Punkte U, PRB( p, 0) und
M(-p, 1) kollinear sind. Auf Grund der Definitiondéuler-Spiegelung idll (-p, 1) =Po| .
Die Rechnung modulo 2 bertcksichtigt die Tatsadass bei einer Euler-Spiegelung an
Punkten von g der Kegelschnitt auf sich abgebiMed und dass die Euler-Spiegelung an
einem Punkt von K die Gerade g und K wegen 1+Imof 2 vertauscht.

Die Gerade durch PR(p, 1) und Q 1(q, 1) hat fiirp#-q und p# g die Gleichung
2 — —
y= (d md(pci)D; ¢ n Fur p = q ist dies die Gleichung der Tangente.iDer Schnittpunkt
p+q

dieser Geraden mit g hat den y-Weyl(p, q)= —@ . Folglich sind P, Q un®a,
pP+q

kollinear. Wegen der Aussage 1 in Satz 1 gilt diesh, wenn P auf K und Q auf g liegt.
Definition : Fur einen beliebigen Punkt HKp, i) der Kubik setd;(P) = 5 (p) und 1(P)= 1.

Nach Aussage 5 in Satz 1 sind Punkte P, Q auf KRuadf g genau dann kollinear, wenn
1. 9,(P)J,(Q)P, (R)=—-1falls >0

2. 9,(P)+9,(Q)+9, (R)= Cfalls 5<0

Wenn Po,, auf g den Parameter r hat, dann hat P auf K deanfger -r, so dass

9,(P)= iy (~1) ist. Fiird>0 ist piy(—r) = —

und fiir < 0 ist ps(-r) = —p;(r) . Darum ist
19



1. 9,(P)=—=  falls 5>0 ist,
35(Poy)

[ O-U

2. 9,(P)=-9,(Ro, ) falls 5<0 ist.

Im Fall <0, der in Abbildung 6 dargestellt ist, entspriche @eometrie nicht der im ersten
Abschnitt, denn g und der Kegelschnitt haben kegeneinsamen Punkt. Zur Deutung der
WinkelgroBe 9;(R) =5 (r) = arcco(ﬁj fuhren wir den MalRpunki(d +«/—_6;0) ein.
Wenn p,(r) an der in Abbildung 6 gelb gezeichneten Paralleleg durch M abgetragen
wird, verlauft die zweite Schenkelgerade durch@ankt R =1(r, 0) . Da hierbei die
WinkelgroBenp,(r) und p;(r) + 1t die
gleiche zweite Schenkelgerade liefern,
identifizieren wir p,(r) und p,(r) + 1T, St
rechnen also mit diesen Winkelgréen

'moduloTt statt ‘modulo &, so dass z. B. die R = PRoy
Winkelgrof3e -60° mit 120° Gbereinstimmt. 1

Der Fall, das >0 ist, also g den U
Kegelschnitt K in den zwei verschiedenen i

PunktenS, (d;—v/3 ) und S, (d7/3 ) schneidet,
ist in Abbildung 7 fir die Parabef’ = 2x und
die Gerade g: x = 3 dargestellt. In diesem Fe S
stimmt der zum Punkt R H(r, 0) auf g
gehorige Wertd;(R) = 5 (r) mit dem Abb.7

Teilverhaltnisd(S,,§ , R; tberein. Fir einen

1 = 1 =+ |SlFb—U|
95(Po,) 9(S.5.B,) |58y
das Pluszeichen genau dann benutzt, wemn zwischen und g liegt.

Punkt P auf dem Kegelschnitt 8§ (P) = . Dabei wird

Man kannd;(P) flr Punkte auf K mit Hilfe von Umfangswinkeln désgelschnitts in
folgender Weise geometrisch deuten: Nach dem Satzigilt

__ |usy
SRl = sinOURs, S )

sinOURS, § )= sin0 UB, S und|US)|=|US| folgt
SiPoy| _, sin0§ URs, )_ sin@S UP)
IS,Po,| T sin0 SUB, ) sinl S UF

[sind $ UB, und Entsprechendes mit Statt 3. Wegen

3;(P)=1=

Im Fall 3=0 istm# 0 undd =N (wegenn # 0). Dann haben K und g nur den Punkt
m

10
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[SR"
Abstand entsprechend der Orientierung von g nackst: Fur P auf K ist

cotJ SURy cotd B,, US) cot( PUS
9,(P)=-9, (Fo, )=~ (d u)- @du ) (d )

S(d ; 0) gemeinsam. Fiir Punkte R auf g sei d3y(R) = , wobei[SR" der signierte

Zu P =T1(p, i) bezeichnen wir wieder den Puk{p, i) mit P und fallsd# 0 den Punkt

M (é ij mit P und N (—é ij mit P. P entsteht durch Achsenspiegelung von P an der x-
P P

Achse undP durch Euler-Spiegelung am Purik{0,0) = (d ; 0).C sei fiird # 0 der Kreis um

den Punkt (d ; 0) mit dem RadiL{@. Er geht furd> 0 durch die beiden singularen Punkte

Sound § und fiird < 0 durch den Mal3punkt M. Wenn P auf g liegt, & 8ild von P bei

Spiegelung an dem Krei® fiir 3> 0 durchP gegeben und fi< 0 durchP. Wennd < 0

und P auf g liegt, isPder Punkt auf g, fiir den das DreieBKP einen rechten Winkel bei
M hat, wie man z. B. mit Hilfe des Hohensatzes Koilid zeigt.

Satz 4 Die Euler-Spiegelungen zu der Kubik aus dem ksadmitt K: y* = -mX® + n[k
mit n# 0 und der Geraden g : x = d naitt 0 haben folgende Eigenschaften
(8=-md* + nd):
1. Qo, =Po,, und ausQo, = RfolgtRo, = Q fur alle nicht-singularen Punkte P, Q, R.
2. 0, istinvolutorisch.
3. Die Hintereinanderschaltur@,o,0. dreier Euler-Spiegelungen ist eine Euler-
Spiegelungo, mit D =A0o.0;. (Satz von den drei Spiegelungen)
4. Die Punkte P, Q unBa,, sind kollinear.Po, = R ist aquivalent mit :
1. §9,(P)P;(Q)D; (R)=—1und(P)+1(Q)+1 (R)= 0Cmod 2 fallsd > 0
2. 9;(P)+9;(Q)+39; (R)= Cund 1(P)+1(Q)+1 (R)= Cmod 2 fallsd< 0
5. SeiC=Aog, undD =Bao, . Dann istD =Ac.0, und es gilt:
95(D) _ 95(A) fallsd> 0
9;(C)  9;(B)
2. 9;(D)-94(C)=9;(A)—94(B) fallsd<0
6. Q_crP :5073, und fallsd#0 (50ls = Qo, fur alle nicht-singularen Punkte P, Q.
7. Wenn Q und P f(p, 0) gemeinsam auf g liegen, dann gilt:
1. Im Falld > 0: Wenn P nicht zwischery 8nd S liegt, entstehQo, durch
Spiegelung von Q an dem Kreis UPn mit dem Radius/p® -8 ; andernfalls

entstehtQo, durch Spiegelung vo® an dem Kreis unP mit dem Radius

2
(éj -0 . Diese Kreise schneiden den Kréissenkrecht.

p
2. ImFall <0 : Qo, entsteht durch Spiegelung von Q an dem Kreisrum

mit dem Radius/p® —& durch den MaRpunkt M.

11



8. 0, hat genau dann nicht-singulare Fixpunkte, wenoffdiegt, aber im Fald > 0
nicht zwischen Sund S.
1. Im Falld# 0 sind es auf K und auf g je zwei nicht-singulgpgunkte. Sie
liegen auf g symmetrisch R im Abstand,/p>-&. Auf K sind es die

Beruhrpunkte der Tangenten von P an K. Die Urspgegden durch diese
Beruhrpunkte schneiden g in Punkten, die symmétascP im Abstand

\p*> -5 liegen.

2. Im Fall 4 = 0 gibt es auf K und auf g je einen nicht-singeéFixpunkt. Er

hat auf g vonP den gleichen Abstand wie S. Auf K ist er der Bepimkt der
von g verschiedenen Tangente durch P. Die Urspgamngden durch diesen
Beruhrpunkt schneidet g in dem Punkt (d ; 2p).

Beweis: Es sei x(p) bzw. y(p) der x-Wert bzw. y-YésrPunktes§li(p ; 1), also
_ d’n —-dnp
) p?+d?m

der Voraussetzung=g,(p, q) ist pg+ gr+ rp+d = C. Damit errechnet man

bzw. y(p)= , und x'(p) bzw. y'(p) die Ableitungen nach p. Unte

_ _ dn’ (- p)(por+ qr- rprd )_ -
y(p) (x(q)— d)+ y(q)(d= x(p)} M(x(p) x(@)F (Em+ ) Eme ) (, womit

die Kollinearitat vorTi(p ; 1),M1(q ; 1) undrl(r ; 0) nachgewiesen ist.

Die Steigung der Geraden durch die Purik{e ; 1) undi(r ; 0) ist

y(p)-r = dnp+ r(d m+ ) und die Steigung der Tangentdfp ; 1) ist y:(p) = d'm-p .
X(p)-d d(F -d) X'(p) 2dp

Die beiden Steigungen sind genau dann gleich, wena; (p, p) gilt.

Damit ergibt sich Satz 4 als direkte Folgerung%atz 1.

Wie in Abschnitt 1 kann auch bei den Kubiken votzSanach Wahl eines Nullpunkts N eine
Addition auf der Menge der nicht-singulére Punkteyefihrt werden: P + Q sei der Punkt R
mit 0,0,0, =0,. Wir nehmen als Nullpunkt b&> 0 den Schnittpunkt von g mit der x-
Achse und fid < 0 den unendlich fernen Punkt auf g. Fur nichgsiare Punkte P 8(p, 1)
wird die Abbildung{ definiert durchq(P) = @, (p) , i). Dannist{ furd>0bzw.d =0

ein Isomorphismus von der additiven Gruppe dertrsaiigularen Punkte der Kubik auf das
direkte Produkt der multiplikativen bzw. additiv&€nuppe der reellen Zahlen und der Gruppe

der ganzen Zahlen modulo 2. Fik 0 ist{ ein Isomorphismus auf das direkte Produkt der
additiven Gruppe der reellen Zahlen moduaklond der Gruppe der ganzen Zahlen modulo 2.

Die Abbildungen 8 und 9 zeigen den Satz von denSjseegelungen fur die Kubik aus der
Parabel K y* = 2x und der Geraden g : x = 3. In Abbildungen 8 wuPdauf K gewahlt, so
dassP'= Ro,, P"= Po,, P"= P'o. und P=P"o. abwechselnd auf g und K liegen.
Dann bildet der StreckenzUu@gAZBP "P " F ein Sechseck mit Eckpunkten auf K, bei dem die
Diagonalenschnittpunkte P', C und D auf g liegems$diese letzten drei Punkte dann

kollinear sind, ist die Aussage des Satzes vondPast Abbildung 9 liegt P auf g, was zur
Folge hat, dass P™ nicht wie in Abbildung 8 @ritBchnittpunkt der Sekante durch P" und C

mit der Kubik ist, sondern durch Spiegelung voraR'dem Kreis unC entsteht. Die

12
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Abb. 8 Abb.9

Spiegelung von P™ am Kreis ubr fihrt dann zu P zuriick, so dass auch hier dern@atz
den drei Spiegelungen erfullt ist.

Abbildung 10 zeigt die entsprechende Anordnungiwigbbildung 9 fir die Kubik aus dem
Kreis K:y* = -x”+2x und der Geraden g : x = 3 mit dem Unterschieds dashier keine
Schnittpunkte von K und g gibt. Die Kreise, an deher gespiegelt wird, gehen alle durch
den MaRRpunkt M. Der Schnittpunkt T des Kreise Drdurch M ist Fixpunkt der Euler-
Spiegelung an D. Darum i&l3; (T) + 95(D) = Onach Aussage 4.2 von Satz 4. Da auch
95(P™)+3; (P)+ 9, (D)= Cist, folgt 35(P™)—9, (T)=9, (T)-3; (P). Darum sind die in
Abbildung 10 rot markierten Winkel TMP"™ und PMTegh grof3.

P.'

P2
05 i G4
s PZP™.
05 ' _ M
Cy
B
|~ _
e Dt
Abb. 1
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Abb. 11

Die rot gezeichnete Kubik in Abbildung 11 gehortdar Ellipse K :y* = —0,5x* + 4x mit
der Geraden g : x = 12. Da die Tangenten in P uddr¢h A gehen, ist die Gerade PQ die
Polare von A bezlglich der Ellipse, und es &iit, = A= Qo,,. Da B auf PQ liegt, ist
Po,0, = A und darum nach Aussage 3 von Satz,é .0, =0,, folglich 0,0,=0,0;.
WegenQo,o, = A folgt analogo,0, =0,0;. Deshalb isto,0,=0,0,=0,0,=00,.

Die entsprechende Uberlegung mit R, S statt P,i@Q zgo, =00 ,=0 ,0,. Die Geraden
PQ und RS sind konjugierte Polaren, und der miroien Raute markierte Punkt ist der Pol
von g bezuglich der Ellipse. Wegeh= Ao, =Ac,0,0, =A0,0,0, =B0,0,0, =Bg; ist
Ao, =A und Bo, =B, und darum nach Aussage 5.2 von Satz 4

95(B) —95(A) =3;(A) —34B) , also2[{3,(B) -9 (A)) =0=18C, folglich der Winkel
AMB ein rechter.A und A liegen spiegelbildlich zur x-Achse und Zibtgich durch
Spiegelung von A an dem Kreis uf durch den MaBpunk¥! =(12+x/ﬂ;0). Die

Ursprungsgeraden durch die Punkte P und Q gehdndesiAussage 8.1 von Satz 4 durch die
Schnittpunkte von g mit dem Kreis um A durch M.

14



Abb.1Z

Abbildung 12 soll die geometrische Bedeutung vossage 5.2 in Satz 4 an Hand der Kubik
aus der Parabel Ky? = —-4x und der Geraden g : x = 1 verdeutlichen. Die Wirk&;B und
AZ,B sind Umfangswinkel der Parabel, die unterschabdljrold sind. Dagegen sind die
markierten Winkel @VID; und GMD;, bei M gleich grof3. Denn

95(D,) —9;5(C,) =95 (A) —9;(B) =9,(D,) —94(C,) . Der euklidische Umfangswinkelsatz fur
den Kreis kann also auf die Parabel Gbertragenemerdenn man die Winkel tiber die
Mafl3gerade g am Maf3punkt M misst. Dabei sind zweaGy = m, [X+ b, und

y =m, X+ b, nach dem HOhensatz von Euklid in dieser nichtidigdhen Winkelmetrik
orthogonal, weni{m, [&i+ b, ) [f m, Cd+ b,) =& gilt. Bei Vorgabe von M, g, einem Winkel bei

M und den beiden Punkten A und B erhalt man derelsebnitt als Spur des Scheitelpunkt Z
des zugehorigen Umfangswinkels. Ein entsprechddeepheriewinkelsatz gilt fur alle
Kegelschnitte K, wenn man eine K nicht schneideBdeade g als Mal3gerade bestimmt. Auf
Grund der Aussage 5.1 in Satz 4 lasst sich einega&berlegung auch fur eine schneidende

Gerade durchfuhren. Dann ist der mit dieser Malggrdestimmte We%i% aber keine

d
euklidische WinkelgroRe, die man direkt mit dem @eeeck messen kann, sondern eine im
Rahmen der Minkowski-Geometrie.

Abbildung 13 zeigt am Beispiel der Ellipg€ = -0,5x° + 4x, dass der Hohensatz im Dreieck

gilt, wenn man die Winkel mit einer nicht schneiden Mal3geraden misst. Auch andere
Séatze der euklidischen Geometrie lassen sich @lgertc

15
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Wenn j(x) und Kk(x) teilerfremde ganzrationaler Termon Gradk 3 bzw. vom Gragk 2 sind
mit einem Gleichheitszeichen bei mindesten einenbdelen Terme, dann beschreibt
f(x;y) =k(x) ¥ —j(x) =0 eine Kubik, deren Punkte im Endlichen den GraptesrFunktion

L J Y,

Abb. 13

3. Funktionsgraphen, die kubische Kurven sind :

h:x - % bilden. Der Graph wird um den unendlich fernen R der y-Achse erganzt.
Man stellt sich vor, dass dieser Punkt die KurvieRmdstellen von h im Unendlichen
abschliel3t. Er ist ein isolierter Punkt der Kubféls k(x) keine Nullstellen hat. Wenn es zu h
eine schiefe oder waagerechte Asymptote gibt, koeamtinendlich ferner Punkt auf dieser
Asymptote hinzu. Der unendlich ferne Punkt aufydé&ichse wird als singularer Punkt
bezeichnet, alle anderen Punkte der Kubik als rscigular.

Durch eine Verschiebung des Koordinatensystems kamh(x) in einen der folgenden
Terme transformieren:

1. hy(x)=a,X+agxmita,#0

2. hl(x)=a3XS+a2)f(+qX+%=a3x2+azx+ q+§ mit a,# 0unda, # 0
X+a X+ agx D+ a)x (d+
3. h (=2 TRIIAN B gy o, BT AN BT 8
odera,0+4g,% C

mit a,0+a # 0

Als Parameter benutzen wir den x-Wert der Punkie&kdéik. Wenn der unendlich fernen
Punkt auf der y-Achse den Graphen von h an dendfels ergéanzt, wird jede Polstelle als
Parameterwert zugeordnet. Im Fall viepund &> 0 sind dies also zwei Werte flir denselben

Punkt. Die kubische Kurve durchlauft ihn wie derezungspunkt einer Schleife in Form des
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griechischen Buchstabens Der Parameterwert des unendlich fernen Punktsiaef
waagerechten oder schiefen Asymptotexgeim Fall von lim h(x) =+c auch der des

X — oo

unendlich fernen Punktes auf der y-Achse. Der zanafeterwert p gehoérige Punkt P sei
M(p) genannt.

PO=PIIII_PI

g‘;&

Abb. 14 Abb. 15

Die Abbildungen 14 und 15 zeigen den Satz von denSpiegelungen fur
h,(x)=0,2X - 2x und h, (x) = 0,4% ey Beim Sechseck P, A, Z, B, P", P", P liegem hie
X

die Diagonalenschnittpunkte nicht wie beim Satz RPappus-Pascal auf einer Geraden,
sondern auf dem Graphen.

Euler-Spiegelungen lassen sich fir diese Kurveormers einfach definieren, da es keine
geradlinigen Komponenten gibt und darum jede Sekduntch zwei nicht-singulére Punkte P
und Q der Kubik, die keine Tangente ist, genauredréten Schnittpunkt R mit der Kurve
hat. Wenn

y = mx + b n&mlich eine derartige Sekante beschnsibh(x) = mx+ b aquivalent mit der

ganzrationalen Gleichun';(x) —(mx +b)k(x) =0 vom Grad< 3. Wenn der Grad 3 ist und
es nicht nur eine Nullstelle gibt, dann j§k ) —(mx +b)k(x) ein Produkt

cx—p)dx-g)dx-r=cX - c(p+ o )X+ c(pa qgF rp)x cpcvon drei

Linearfaktoren mit einer Konstanten# 0. Der Punkt R zum Parameter r sei dann das Bild
von Q bei der Euler-Spiegeluag. Wenn der Grad vorjm(x)—(mx+b)[lk(x) gleich 2 ist,

gibt es eine waagerechte Asymptote; dann sei dardlich ferne Punkt dieser Asymptote das
Bild Qo,. Wenn die Gerade y = mx + b eine Tangente istpaard Qo, in entsprechender
Weise mit p = q definiert.

Im Spezialfall der ganzrationalen Funktionist p + g + r = 0, da der Koeffizient voA bei
j(x) —(mx +b)k(x) = a,X + (& — m)x- kNull ist und auRerdem gilt:
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j(X)=(mx+b)k(x)= a,x* - & (p+ g+ X+ g (pa gf rp)x A pt. Darum ist

Qo, =M (-p- q). Das Produkt dreier Euler-Spiegelunge(o,o. ist eine Euler-Spiegelung
0y, dennPa,o, =M (p+ a- b)und Po,0,0. =M (-p—at+ b- ¢ € p- d mit

d = a- b+ c. Daraus folgt unmittelbar

Satz 5: Gegeben sei eine ganzrationale Funktion 3. Gragex) = a, X + a x. Fur Punkte
P =M(p) und Q F1(q) seiQo, =IN(-p- q) das Bild von Q bei der Euler-Spiegelung an P.
Es sei5(P) der x-Wert p von P. Dann gelten die ersten dreis&agen von Satz 4 und

aul3erdem:
4. Die Punkte P, Q unBo,, sind kollinear.Po, = R ist aquivalent mit

3(P)+9(Q)+9 (R)= C.
5. SeiC=Aog, undD =Bag, . Dann istD = Ac.0, und es gilt:
9(D)-9(C)=9(A)-9(B).

Wenn die betrachtete Funktion vom Typist, dann istp[g[t = —3, da das x-freie Glied
a,

von j(x)=(mx+b)k(x)= a,x’+ (8, — m)X + (a— b)x g einerseits gleicta, ist,

andererseits gleicka,pqr. Also ist Qo, = I'I[ %
Ee

j. Daraus berechnet man den Satz von

den drei Spiegelungen entsprechend wie oben.

Satz 6: Gegeben sei eine gebrochen-rationale Funktigr) = 8, X +8,X+ g% 3 mit
X

a, 7 0unda, # 0. Fur Punkte P £1(p) und Q 91(q) seiQa, =11 (ag_;"mj das Bild von Q

bei der Euler-Spiegelung an P. Es §elP) der x-Wert p von P. Dann gelten die ersten drei

Aussagen von Satz 4 und aul3erdem:
4. Die Punkte P, Q unBo,, sind kollinear.Po,, = R ist aquivalent mit

3(P)B (Q)B (R)=-2.
a,

5. SeiC=Aog, undD =Bag, . Dann istD =Ao.0, und es giltzﬂ =M :
9(C) 9(B)

Der Fall der Funktion hist fur a,0+ a = Cund a,0+ g, # C ahnlich einfach durchzurechnen:
Aus j(x)=(mx+b)k(x)= (a, - m)xX*+ (&, — b)X+ (a+ m )x g+d folgt durch
Koeffizientenvergleich mit

j(x)—(mx +b)k(x)= (a; = m)(X' = (p+ g+ r)X + (pgr qr rp)x pqr, dass

-3,0+m=g+ m= (g— m)(pg af rg, also pg+ gr+ rp=-9> ist.

Dies ist aquivalent mit = —%ﬁ =0,(p,q). Mit Satz 1 folgt darum unmittelbar
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)=a3><3+azj<2+ gxra .

X =0
a,0+a = Cunda,d+a, # C. Fur Punkte P £1(p) und Q =T1(q) seiQo, =M(0;(p,q)) das
Bild von Q bei der Euler-Spiegelung an P. Esg€P) = 4, (p), wobei p der x-Wert von P

ist. B, sei der Punkt (p ; 0) auf der x-Achse L@dder Punkt(-p;0). Fird# 0 sei I5; der

Satz 7: Gegeben sei eine gebrochen-rationale Funktigx

Punkt(g;OJ und |5; der Punk{—%;o) Fur PunkteP, und Q, auf der x-Achse seQ, 0,

der Punkt(oa(p,q);o) auf der x-Achse mit dem gleichen x-Wert Wp&,. Furd>0 seiC

der Kreis um (0 ; 0) mit dem Radiu® , fir 5<0 sei M der Punk(O;—«/—_ES). Dann gelten
die ersten drei Aussagen von Satz 4 und aul3erdem:
4. Die Punkte P, Q unBo,, sind kollinear.Pg, = R ist aquivalent mit

1. 9,(P)P,;(Q)H; (R)=—-1fallsd>0
2. 9;(P)+9;(Q)+9;(R)=Cfallsd<0
5. SeiC=Aog, undD =Bao, . DannistD = Ac.0, und es gilt:
95(D) _ 95(A)
9:;(C) 9,(B)
2. 95(D)-9;(C)=9,(A)—94(B) fallsd<0
6. Q.0p :Gxoﬁx, und fallsd# 0 vaoﬁx = Qo,, fur alle nicht-singularen Punkte P, Q.
7. FuUr nicht-singulare Punkte Q und P1§p) der Kubik gilt:
1. Im Falld > 0: Wenn p nicht zwischedd und —/3 liegt, entstehQ,o, durch

Spiegelung vorQ, an dem Kreis unP, mit dem Radius,/p? -3 ; andernfalls
entstehtQ,o, durch Spiegelung vof), an dem Kreis unFA’X mit dem Radius

fallsd>0

2
[gj —0&. Diese Kreise schneiden den Kréissenkrecht.

2. ImFall3<0:Q,0, entsteht durch Spiegelung v@) an dem Kreis unP, mit

dem Radius/p* -8 durch M.
8. 0, hat genau dann Fixpunkte, wed O ist oder im Falld >0 p nicht zwischen/d
und —V/3 liegt.
1. Im Falld# 0 sind es zwei Fixpunkte. Sie liegen symmetrism:iﬁz im Abstand

2

p°—90.
2. Im Fall d = 0 gibt es einen Fixpunkt. Er hat vé_p den gleichen Abstand wie der
Punkt (0 ; 0).
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Abb.1€

Die Abbildung 16 verdeutlicht die Aussagen 4.2 uriZlvon Satz 7 an Hand des Graphen der

Funktion h, (x) = . Die drei markierten Winkelgré3en bei M addieratgzu 180°.

x> +4
Das bedeutet, dass der Winl{%JMEX so grof3 ist wie der griin markierte Steigungswinkel

der GeradetMQ, . R, entsteht durch Spiegelung v, am Kreis umP, durch M. Die
Tangenten der Kubik bei den Schnittstellen diesessiés mit der x-Achse gehen durch P.

<

Abb. 17

20



Abbildung 17 zeigt das Analogon des Umfangwinkekssat das sich aus 5.2 von Satz 7
ergibt.

a,0+ g,
ad+a
waagerechten Asymptote mit dem Graphen der Funkésrseien p, g und r paarweise
(N ~f(p) _f(p) (@)

Im Fall a,0+ a # Oseiw:=— . wist dann die Schnittstelle der schiefen oder

verschiedene Schnittstellen einer Geraden mit despli&n. Dann is{

r-p P—q
_pq++6m°+5 0,(p, @) 60+
Es folgtr = i = %P9 =-0;(w,05(p,q)). Diese Gleichung gilt auch,
_Pg*o o G(p.a)tw
p+q
wenn p und g zusammenfallen und die Gerade eingeraa ist.
Satz 8: Gegeben sei eine gebrochen-rationale Funktigmx) = R azzxz ;q X 3 mit
X —
a,0+a # 0. Seiw:= —% und W der Punktg h, (w)) . Fir Punkte P £1(p) und Q =
a0+ g

M(q) seiQo, =T (—06 (w,oé(p,q))) das Bild von Q bei der Euler-Spiegelung an P.dts s
95(P) =5 (p), wobei p der x-Wert von P ist.

Dann gelten die ersten drei Aussagen von Satzldauferdem:
4. Die Punkte P, Q unBo,, sind kollinear.Po, = R ist aquivalent mit

1. 9,(P)3;(Q)H, (R)=9, (W) fallsd>0
2. 95(P)+9;(Q)+9, (R)=9, (W) falls <0
5. SeiC=Ao0, undD =Bag, . Dann istD =Ac.0, und es gilt:
950) %A (155> 0
95(C)  9,(B)
2. 95(D)-95(C)=9;(A)-9;(B) falls6<0

Beweis:r = -0,(w,05(p,q)) ist aquivalent mitpgr—wl{pg+ qr+ rpxdU(p+ o+ ryow= (.

Wegen der Symmetrie des Term auf der linken Sedtsed Gleichung ist die Aussage 1 in
Satz 4 erfullt.

Die Abbildungt - -o0,;(w,t) sei mitt bezeichnet. Dann gilt fur die
Umkehrfunktiomt™(q) = 0, (w,—q). Man errechnet

—pq+6m)+6 _—wQg+o

P+q w—q pro
- - - - _ -1
T(Oé.p(q))_ Oa(wyca(p,Q))— pq+6 - _(.Oq+6 _Oé.p(T (q))
-——tw -——+p
p+q w-q

Wegenoé_p(T’l(T(oé_p(q)))) =q ist die Aussage 2 in Satz 4 erfullt, und auchAlissage 3,

denn nach Satz 1 Htoa.c(oa.b(fl(r(oa.a(Q)))))) =1(0;5 (05 (05 {A))))=T(O; {q)) Mit

_abc-d(a bt c)_ _ o
d= s = T55((05. ()= 05, (T (L 05 ()

Zu 4.: Zum Nachweis der Kollinearitat bEo, = Rreicht es, zu zeigen, dass aus

r=-05(w,0,(p,q)) folgt: h, (p){g—r)+ h, (Q)I(r- pF h (r2(p- gF ¢
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h,(X)=a,x+ a,+ (ad+ q)))((z_—_(g.Wegen
(ap+ g (o r)* (a;qF @DJ(* m (@ al) (@ & mussnur
E(r

mit dem Hauptnenner und anschlleBende Faktoriggeraigt, dass dies aquivalent ist mit
(P-a)Ha- Nr- p)Apar-wl(par gr- rpydU(p & oW ¥

\/S P . Dann ist
p

B+p’
(85 (P)D, (Q)B; (R)=9; (W)W + p)d/S+ a)(/d+ 1)+

= (V3 -p)(/3-q)/3 - NWE +w)- W3+ p)W/d + q)W/d + N - w)
= -2,/80par-w(pg+ gqr+ rp}S0(p+ & rrdw = 0.

Fard=0istd,(P)=4, (p):i . Also ist

r)+

Furd>0istd;(P)=y; (P)=———

1. 1,1 1

J5(P)+ 95 (Q)+9; (R)-9; (W)=—+—+—~- 2= Hgu+ po+ pe- par=0.
P g r w pgw
Fard< 0 istd;(P)=us(p)= arcco(%j . Es folgt mit dem Additionstheorem

cot(a)CcotB ¥ 1

cot@£B)= fur die Kotangens-Funktion
cot(3)+ cot@ )
——0—=-1
cot@, (P)+9, (Q)= Y0 V=0 -P4*O_ ;5 ¢ und analog
P . 9 p+q
V-0 /-0

cot@, (W)-95 (R))=—0; (.~ ). Da ausr = -0;,(05(p. q))auch o, (1) = o5(p, q) folgt,
ist cot@, (P)+9; (Q))= cot; (W)-39; (R) und darumd;(P)+3;(Q)+ 3, (R)=3; (W).

Die 5. Aussage folgt unmittelbar aus der 4..

Die Gultigkeit des Satzes von den drei Spiegelurggeriglicht es auch fur Kubiken in den
Satzen 7 und 8 eine Addition auf der Menge dertrsaigularen Punkte einzufihren. Fur
0> 0 sei N der PunktO ;h, (0)) und fird< 0 der unendlich ferne Punkt auf der schiefen

oder waagerechten Asymptote. Dann sei auch hieQRier Punkt R mit,0,0, =0, also
mit R = Po,0,, . Dann istd; flrd>0 bzw.d =0 ein Isomorphismus von der additiven

Gruppe der nicht-singularen Punkte der Kubik aafrdultiplikativen bzw. additiven Gruppe
der reellen Zahlen. Fir< 0 istd; ein Isomorphismus auf die additiven Gruppe deltese

Zahlen modulat
3

Abbildung 18 zeigt die zin, (x) =%) gehdorige Kubik. Wie in Abbildung 11 sind
X
konjugierte Polaren PQ und RS eingezeichnet, eslgd Po, = A= Qo und
Ro, = B=So,. Am Mal3punkt M(O ; -2) wird der geometrische Zusa@nhang auch hier
durch rechte Winkel ausgedrickt. Die Mal3geraddiesk-Achse. Sie ist im Unterschied zur
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Abbildung 11 kein Teil der Kubik. Die gelb gezeielt@ Asymptote der Funktion schneidet
den Graphen im Punkt W.

\O'U

Abb. 1¢

Bremen, 31.1.2012
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